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✹✳✶✳✷ ✺✵ μ♠ ❙✐❧✐❝♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✹✳✷ ❈❛❧✐❜$❛#✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✺ ❈♦♥❝❧✉"✐♦♥ ✹✹

✺✳✶ C$♦❜❡ ❆77❡♠❜❧② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✺✳✷ ❚❡7#✐♥❣ ❛♥❞ ❘❡7✉❧#7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✺✳✷✳✶ C$♦❜❡ ❙✲C❛$❛♠❡#❡$7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✺✳✷✳✷ ❉❡✈✐❝❡ ❯♥❞❡$ ❚❡7# ✭❉❯❚✮ ▼❡❛7✉$❡♠❡♥# ✇✐#❤ ●●❇

❈♦♠♣❛$✐7♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✺✳✷✳✸ ❙♣$✐♥❣ ❈♦♥7#❛♥# ♦❢ C$♦❜❡ ❈❤✐♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✺✳✸ ❋✉#✉$❡ ❲♦$❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

❘❡❢❡5❡♥❝❡" ✺✾



✶ ■♥#$♦❞✉❝#✐♦♥

❚❤❡ ❘❋ ❛♥❞ ♠✐❝+♦✇❛✈❡ ♦♥ ✇❛❢❡+ ♣+♦❜❡ ♠❛+❦❡3 ❝♦♥4✐434 ♣+✐♠❛+✐❧② ♦❢ 3✇♦

♠❛❥♦+ ❝♦♠♣❛♥✐❡4✱ ●●❇ ■♥❞✉43+✐❡4 ■♥❝✳✱❛♥❞ ❈❛4❝❛❞❡ ▼✐❝+♦3❡❝❤ ■♥❝✳ ❬✶✱ ✷❪✳

❚❤❡4❡ ❝♦♠♣❛♥✐❡4 ♦✛❡+ ♦♥✲✇❛❢❡+ ♣+♦❜❡4 ♦♣❡+❛3✐♥❣ 3♦ ✻✵ ●❍③ ✇✐3❤ ❝♦❛①✐❛❧

✐♥♣✉34✱ ❛♥❞ ♣+♦❜❡4 ♦♣❡+❛3✐♥❣ ✐♥ ✇❛✈❡ 43❛♥❞❛+❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❜❛♥❞4 ❢+♦♠ ✸✸✲

✶✱✶✵✵ ●❍③✳ ❈♦❛①✐❛❧ ❝❛❜❧❡4 ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝3♦+4 ❛+❡ ❧✐♠✐3❡❞ ❜② ❛♥ ✉♣♣❡+ ❝✉3♦✛

❢+❡M✉❡♥❝②✱ ✇❤✐❝❤ ✐4 3❤❡ ♣♦✐♥3 ✇❤❡+❡ 3❤❡ ✜+43 ❤✐❣❤❡+ ♦+❞❡+ ♠♦❞❡ ✐4 ❛❜❧❡ 3♦

♣+♦♣❛❣❛3❡✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡43 ♦+❞❡+ ♠♦❞❡ ♦♥ ❛ ❝♦❛①✐❛❧ ❧✐♥❡ ✐4 ❛ ❚❊▼ ✇❛✈❡✳ ❍✐❣❤❡+

♦+❞❡+ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ♠♦❞❡4 ❛+❡ ♣♦44✐❜❧❡✱ ❛♥❞ 3❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣3❤4 ♦❢ 3❤❡ ❚❊ ♠♦❞❡4

❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐3❤ 3❤❡ ❛♣♣+♦①✐♠❛3❡ ❢♦+♠✉❧❛✿

λc≈
2π

n

(

ro + ri

2

)

, n = 1, 2, 3, ... ✭✶✮

❬✸❪

❲❤❡+❡ +o❛♥❞ +i ❛+❡ 3❤❡ ♦✉3❡+ ❛♥❞ ✐♥♥❡+ +❛❞✐✐ ♦❢ 3❤❡ ❝♦❛①✐❛❧ ❝❛❜❧❡✳ ❚❤❡

❧♦✇❡43✲♦+❞❡+ ❚❊ ♠♦❞❡ ✭✜+43 ❤✐❣❤❡+ ♦+❞❡+ ♠♦❞❡✮ ✇✐❧❧ ♣+♦♣❛❣❛3❡ ❛3 λc✇❤❡♥ ♥❂✶

✐♥ ❢♦+♠✉❧❛ ✶ ❬✸❪✳ ❚♦ ❡①3❡♥❞ 3❤❡ ♦♣❡+❛3✐♥❣ ❜❛♥❞✱ 3❤❡ ❞✐♠❡♥4✐♦♥4 ♦❢ 3❤❡ ❝♦❛①✐❛❧

❧✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ 4♠❛❧❧❡+✱ ❤♦✇❡✈❡+ ❝♦♠♠❡+❝✐❛❧❧②✲❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦❛①✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝3♦+4

❣❡♥❡+❛❧❧② +❛♥❣❡ ❢+♦♠ ✶✳✵✲✸✳✺ ♠♠ ❞✐❛♠❡3❡+✳ ❙❤+✐♥❦✐♥❣ 3❤❡ ❝♦❛①✐❛❧ ❝❛❜❧❡ ✐4

❧✐♠✐3❡❞ ❜② ❧♦44 ❢+♦♠ 3❤❡ 4❦✐♥ ❡✛❡❝3✳ ❆3 ❤✐❣❤❡+ ❢+❡M✉❡♥❝✐❡4 3❤❡ 4❦✐♥ ❞❡♣3❤

✐4 4♠❛❧❧❡+✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉4❡4 ❝✉++❡♥3 ❝+♦✇❞✐♥❣ ❧❡❛❞✐♥❣ 3♦ ✐♥❝+❡❛4❡❞ +❡4✐43❛♥❝❡ ❬✸❪✳

❋♦+ ✶✳✵ ♠♠ ❝♦❛①✱ ✶✶✵ ●❍③ ✐4 3❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❢+❡M✉❡♥❝② ✇❤❡+❡ ❤✐❣❤❡+ ♦+❞❡+

♠♦❞❡4 ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❇❡②♦♥❞ ✶✶✵ ●❍③✱ +❡❝3❛♥❣✉❧❛+ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐4 ✉4❡❞✱

✶





❝♦♥#❛❝#% ✇✐#❤ ✶✺ ♠◆ ♦❢ ❢♦.❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉.❡ ✐% ❞✉❡ #♦ #❤❡ ❞✐%♣❧❛❝❡♠❡♥#

♦❢ #❤❡ ❣♦❧❞ ❛# #❤❡ ♣.♦❜❡ #✐♣%✱ ❛% ✇❡❧❧ ❛% #❤❡ ✇❡❛. ❛♥❞ ❞❡❢♦.♠❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡

%✐❧✐❝♦♥ ❬✹❪✳ ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ #❤❡ ❣♦❧❞ ❞✐%♣❧❛❝❡♠❡♥#✱ ❞✐✛❡.❡♥# ♠❡#❛❧ ❛❧❧♦②% ❝❛♥

❜❡ ✉%❡❞ #♦ ❤❛.❞❡♥ #❤❡ #✐♣✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❞❞✐♥❣ ❝♦❜❛❧#✲❤❛.❞❡♥❡❞ ❣♦❧❞ ♦. ♥✐❝❦❡❧

❬✺✱ ✻✱ ✹❪✳ ■# ✐% ✐♠♣♦.#❛♥# #♦ ♥♦#❡ #❤❛# #❤✐% ❢❛✐❧✉.❡ ♠♦❞❡ ❝❛♥♥♦# ❜❡ ♠✐#✐❣❛#❡❞

❜② .❡♣❛✐.✐♥❣ #❤❡ ♣.♦❜❡✱ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ #✐♣ ✐% .❡C✉✐.❡❞✳❆ ♠❛❥♦. ✐%%✉❡ ✇✐#❤ ♣.♦❜❡%

♠❛♥✉❢❛❝#✉.❡❞ ❜② ●●❇ ■♥❞✉%#.✐❡% ❛♥❞ ❈❛%❝❛❞❡ ▼✐❝.♦#❡❝❤ ✐% #❤❛# ❢❛✐❧✉.❡ ♥❡✲

❝❡%%✐#❛#❡% ♣✉.❝❤❛%❡ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♣.♦❜❡✱ ♦. #❤❡ ♣.♦❜❡ ♠✉%# ❜❡ %❡♥# ❜❛❝❦ #♦ #❤❡

❝♦♠♣❛♥② ❢♦. .❡❢✉.❜✐%❤♠❡♥#✳ ❖♥❡ ❛♣♣.♦❛❝❤ #♦ ❛❞❞.❡%% #❤✐% ❞.❛✇❜❛❝❦ ✐% #♦

❡♥❣✐♥❡❡. ❛ .❡♣❧❛❝❡❛❜❧❡ ♣.♦❜❡ #✐♣✳ ❚❤❡ ♣❛%# .❡%❡❛.❝❤ ❜② ❩❤❛♥❣ ❬✼❪✱ ❘❡❝❦ ❬✼✱ ✽❪✱

❇❛✉✇❡♥% ❬✺❪✱ ❛♥❞ ❈❤❡♥ ❬✹❪ ♦♥ ❞❡%✐❣♥✐♥❣ ❛ ♠✐❝.♦♠❛❝❤✐♥✐♥❣ ♣.♦❝❡%% #♦ ♣.♦❞✉❝❡

%✉❜♠✐❧❧✐♠❡#❡. ♦♥✲✇❛❢❡. ♣.♦❜❡%✱ ♣.♦✈✐❞❡% ❛ ❢♦✉♥❞❛#✐♦♥ ❢♦. .❡❛❧✐③✐♥❣ ♠✐❝.♦✇❛✈❡

♣.♦❜❡% ✇✐#❤ .❡♣❧❛❝❡❛❜❧❡ #✐♣%✳ ◆♦# ♦♥❧② ❝♦✉❧❞ .❡♠♦✈❛❜❧❡ #✐♣% ❜❡ ✉%❡❞ #♦ .❡✲

♣❧❛❝❡ ❞❛♠❛❣❡❞ #✐♣%✱ ❜✉# #❤❡② ❝♦✉❧❞ ❛❧%♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦. ✉%❡.% #♦ ❝❤❛♥❣❡ ♣.♦❜❡ #✐♣

♣✐#❝❤ #♦ ♠❡❡# ❞✐✛❡.✐♥❣ ♠❡❛%✉.❡♠❡♥# ♥❡❡❞%✳

❚❤❡ ♠✐❝.♦♠❛❝❤✐♥❡❞ ♦♥✲✇❛❢❡. ♣.♦❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛# #❤❡ ❯♥✐✈❡.%✐#② ♦❢ ❱✐.✲

❣✐♥✐❛✱ ❝♦♥%✐%#% ♦❢ #✇♦ ♣❛.#%✳ ❋✐.%# ❛ ♣.♦❜❡ ❜❧♦❝❦ ❤♦✉%✐♥❣ ♠❛♥✉❢❛❝#✉.❡❞ ❜②

❈◆❈ ♠✐❧❧✐♥❣ ✇✐#❤ ♣.❡❝✐%✐♦♥ ♦❢ ± ✷✳✺ μ♠ ♣.♦✈✐❞❡% #❤❡ ❛❝❝✉.❛❝② ♥❡❝❡%%❛.② ❢♦.

✶ ❚❍③ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧% ❛♥❞ %❡❧❢ ❛❧✐❣♥✐♥❣ .❡❝❡%%❡%✳ ❚❤❡ .❡❝❡%%❡% ♣❡.♠✐#

♣.♦❜❡ ❝❤✐♣% #♦ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛♥❞ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐#❤♦✉# ❛❞❤❡%✐✈❡% ❬✺❪✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛ ♠✐✲

❝.♦❢❛❜.✐❝❛#✐♦♥ ♣.♦❝❡%% ❢♦. ✉❧#.❛✲#❤✐♥ %✐❧✐❝♦♥ ❝❤✐♣% ✐% ✉%❡❞ #♦ ♠❛❦❡ #❤❡ ♣.♦❜❡

❝❤✐♣% #❛✐❧♦.❡❞ #♦ ✜# #❤❡ ♣.♦❜❡ ❤♦✉%✐♥❣✳ ❚❤✐% ♣.♦❝❡%% ✉%❡% ❙✐❧✐❝♦♥✲♦♥✲■♥%✉❧❛#♦.

✭❙❖■✮ ❛% ❛ ❜❛%❡ ♠❛#❡.✐❛❧ #♦ ♣.♦❞✉❝❡ ❝❤✐♣% #❤❛# ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♠❡#❛❧❧✐③❛#✐♦♥ ♦♥
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✶✳ ❈❤❛♣&❡( ✷ ❞❡&❛✐❧- &❤❡ ♣(♦❜❡ ❝♦♥❝❡♣&✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ &❤❡ ❞❡-✐❣♥ ♦❢ &❤❡ &(❛♥✲

-✐&✐♦♥- (❡7✉✐(❡❞ &♦ ❡♥❣✐♥❡❡( ❛ ❧♦✇ ❢(❡7✉❡♥❝② ♠✐❝(♦♠❛❝❤✐♥❡❞ ♣(♦❜❡✳ ❆♥ ❘❋

&❡-& -&(✉❝&✉(❡ ✐- ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ &♦ ❛--❡-- ❛♥❞ ✈❡(✐❢② &❤❡ ♠♦-& ❝(✐&✐❝❛❧ &(❛♥-✐&✐♦♥ ✐♥

&❤❡ ❞❡-✐❣♥

✷✳ ❈❤❛♣&❡( ✸ ❞❡&❛✐❧- &❤❡ ❞❡-✐❣♥ ♦❢ &❤❡ ❘❋ &(❛♥-✐&✐♦♥- ❢♦( &❤❡ ❝♦♠♣❧❡&❡
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❛❧❧♦✇ ❢♦- ✈❛-✐❛'✐♦♥. ✐♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥' ❋✐❣✳✽❬✶✹❪✳ ❚❤❡ ❝✉--❡♥' ✇♦-❦ ✇✐❧❧ ✉'✐❧✐③❡ '❤❡

♣-❡❝✐.✐♦♥ ❛❝❝✉-❛❝② ♦❢ '❤❡ ♠✐❝-♦♠❛❝❤✐♥✐♥❣ ♣-♦❝❡.. '♦ ♣-♦✈✐❞❡ '❤❡ ♥❡❝❡..❛-②

❛❧✐❣♥♠❡♥'✳

✷✳✶✳✸ 2)♦❜❡ ❚✐♣ ●❡♦♠❡1)②

❚❤❡ -❡♣❧❛❝❡❛❜❧❡ ♣-♦❜❡ ❝❤✐♣ ✇✐'❤ ●❙● ❝♦♥'❛❝' '✐♣. ✇✐❧❧ ❡①'❡♥❞ ❢-♦♠ '❤❡ ❜❧♦❝❦

'♦ ❡♥❛❜❧❡ ❝♦♥'❛❝' ✇✐'❤ '❤❡ ❉❯❚✳ ❚❤❡ .❤❛♣❡ ♦❢ '❤❡ ♣-♦❜❡ ❝❤✐♣ ❛♥❞ '✐♣. ✇✐❧❧

❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❧✐'❤♦❣-❛♣❤✐❝❛❧❧② ✐♥ '❤❡ ❢❛❜-✐❝❛'✐♦♥ ♣-♦❝❡.. '♦ ✜' ✐♥'♦ ❛♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥'

.'-✉❝'✉-❡ ✐♥ '❤❡ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤✐. .'-✉❝'✉-❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ -❡❝❡..❡. ❢♦- '❤❡ ❝❤✐♣ '♦

❜❡ ❞-♦♣♣❡❞ ✐♥'♦✱ .♦ '❤❛' ✐' ✐. .❡❧❢ ❛❧✐❣♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦♥'❛❝' -❡.✐.'❛♥❝❡ ✇✐'❤

❛ '❡.' .✉❜.'-❛'❡ ♠✉.' ❜❡ ♦♥ '❤❡ ♦-❞❡- ♦❢ ❛ ❢❡✇ ♦❤♠. '♦ ❛❧❧♦✇ ❉❈ ❜✐❛.✐♥❣

❛♥❞ ♠❡❛.✉-❡♠❡♥'.✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ '❤✐.✱ ❛ ❝♦♥'❛❝' ❢♦-❝❡ ♦❢ ✶✺ ♠◆ ✐. ❣❡♥❡-❛❧❧②

❝♦♥.✐❞❡-❡❞ .✉✣❝✐❡♥' ❬✺❪✳ ❆♥ ❛♥❣❧❡ -❡♣-❡.❡♥'✐♥❣ ❛ -❡❛.♦♥❛❜❧❡ '-❛❞❡✲♦✛ ❜❡'✇❡❡♥

❘❋ ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ✈✐.✉❛❧ ❝❧❛-✐'② ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ♣-♦❜❡ '✐♣ ❛♥❞ '❡.' .✉❜.'-❛'❡

❤❛. ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♣-❡✈✐♦✉. ✇♦-❦ '♦ ❜❡ 30♦ ❬✻❪✳ ❚❤❡ '❤✐❝❦♥❡.. ❛♥❞ ❧❡♥❣'❤

✶✸



μ



❚❤❡ ❱ ❝♦♥♥❡❝'♦( ❤❛* ❤♦❧❡* ❢♦( '❤❡ ♠♦✉♥'✐♥❣ *❝(❡✇* ❛* ✇❡❧❧ ❛* ❢♦( ❛ ❣❧❛**

❜❡❛❞ '❤❛' *✐'* ✐♥*✐❞❡ '❤❡ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤✐* ❣❧❛** ❜❡❛❞ ❤❛* ❛ ❝♦♥❞✉❝'♦( ✐♥ '❤❡ ❝❡♥'❡(

'❤❛' '♦✉❝❤❡* '❤❡ '(❛♥*♠✐**✐♦♥ ❧✐♥❡ ♦♥ '❤❡ ♣❡(♠❛♥❡♥' ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❙✐✳ ❘❡❝❡**❡* ❛(❡

♠✐❧❧❡❞ ❢♦( '❤❡ ♣❡(♠❛♥❡♥' ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❙✐ ❛♥❞ ❢♦( '❤❡ ♣(♦❜❡ ❝❤✐♣✳ ❚❤❡ '♦❧❡(❛♥❝❡* ♦❢

'❤❡*❡ (❡❝❡**❡* ✉'✐❧✐③❡ '❤❡ ± ✷✳✺ μ♠ ❛❝❝✉(❛❝② ♦❢ '❤❡ ♠✐❧❧✐♥❣ ♣(♦❝❡** '♦ ❡♥*✉(❡

'❤❡ ♦♣'✐♠❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥' ❢♦( '❤❡ ❞(♦♣ ✐♥ ❝❤✐♣✳ ❚❤❡ ♣❡(♠❛♥❡♥' ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❙✐ ✐*

❡♣♦①✐❡❞ ✐♥'♦ '❤❡ ❜❧♦❝❦✱ ✇❤✐❧❡ '❤❡ ♣(♦❜❡ ❝❤✐♣ ✇✐❧❧ ❜❡ ❤❡❧❞ ❞♦✇♥ ❜② ❛ *❡♣❛(❛'❡

❛❧✉♠✐♥✉♠ ❝❧❛♠♣ ♣✐❡❝❡✳ ❚❤❡ ❝❧❛♠♣ ✇✐❧❧ ❜❡ *❝(❡✇❡❞ ❞♦✇♥✱ ❛♥❞ ✐* ❛❧✐❣♥❡❞ ❜②

❞♦✇❡❧ ♣✐♥*✳

✷✳✸ ❘❋ ❚&❛♥)✐+✐♦♥ ❚❡)+ ❙+&✉❝+✉&❡

❚❤❡ ❘❋ '(❛♥*✐'✐♦♥✱ ❢(♦♠ ❛♥ ✉♥❞❡(❧②✐♥❣ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❙✐ ✇✐'❤ ♠❡'❛❧❧✐③❛'✐♦♥ ♦♥ '❤❡

'♦♣✱ '♦ ❛ *❡♣❛(❛'❡ ❝♦✈❡(✐♥❣ ♣✐❡❝❡ ✇✐'❤ ♠❡'❛❧❧✐③❛'✐♦♥ ♦♥ '❤❡ ❜♦''♦♠✱ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡

✉♥❛♥'✐❝✐♣❛'❡❞ ✐**✉❡* ✇✐'❤ ❝♦♥'❛❝' ❛♥❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥'✳ ❚❤❡(❡ ♠❛② ❜❡ ❞✐✣❝✉❧'✐❡*

✐♥ ♦❜'❛✐♥✐♥❣ ❡❧❡❝'(✐❝❛❧ ❝♦♥'❛❝' ❜❡'✇❡❡♥ '(❛♥*♠✐**✐♦♥ ❧✐♥❡* ♦♥ '❤❡ '✇♦ ♣✐❡❝❡*

'❤❛' ♠❛② ♥♦' ❜❡ ♣❡(❢❡❝'❧② *♠♦♦'❤ *✉(❢❛❝❡* ❛❢'❡( ❢❛❜(✐❝❛'✐♦♥✳ ❙✐♠✉❧❛'✐♦♥

❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡ *✉(❢❛❝❡ (♦✉❣❤♥❡**✱ ❤♦✇❡✈❡( ✐' ❝❛♥♥♦' '❛❦❡ ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥' ❛❧❧ '❤❡

✈❛(✐❛♥❝❡* ♦❢ ❢❛❜(✐❝❛'✐♦♥ ❛♥❞ '❡*'✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛❜✳ ❚♦ ❛**❡** '❤❡ ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡ ♦❢

'❤✐* '(❛♥*✐'✐♦♥ ❛♥❞ '❤❡ ✐♥'❡❣(✐'② ♦❢ '❤❡ ❡❧❡❝'(✐❝❛❧ ❝♦♥'❛❝'✱ ❛ '❡*' *'(✉❝'✉(❡

❝♦♥*✐*'✐♥❣ ♦❢ ❛ ❜❛❝❦✲'♦✲❜❛❝❦ ❘❋ '(❛♥*✐'✐♦♥ ✇❛* ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ '♦ ❡✈❛❧✉❛'❡ ❜♦'❤

✐'* ❘❋ ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ (♦❜✉*'♥❡**✳ ❚❤❡ *'(✉❝'✉(❡ ✐♥❝❧✉❞❡* ❛

✢✐♣♣❡❞ *✐❧✐❝♦♥ ❝❤✐♣ '❤❛' ❜(✐❞❣❡* ❛♥ ❛✐( ❣❛♣ ❜❡'✇❡❡♥ '✇♦ *❡♣❛(❛'❡ *✐❧✐❝♦♥ ❝❤✐♣*

✭❋✐❣✳ ✶✹✮✳

✶✺



❚!❛♥$✐&✐♦♥$ ✇✐&❤ ❛ ✢✐♣♣❡❞ ❝❤✐♣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ &❡$&❡❞ ❜❡❢♦!❡ ✇✐&❤ ❛ ❣♦❛❧ ♦❢

✐♥&❡❣!❛&✐♥❣ ❤✐❣❤ ♣❡!❢♦!♠❛♥❝❡✱ ❜✉& ❝♦$&❧② ■■■✲❱ $❡♠✐❝♦♥❞✉❝&♦!$ ✇✐&❤ $✐❧✐❝♦♥

✇❛❢❡!$✳ <!❡✈✐♦✉$ ✢✐♣ ❝❤✐♣ ❞❡$✐❣♥$ ✉$❡❞ ♠❡&❛❧❧✐❝ ❜✉♠♣$ &♦ ❡♥$✉!❡ ❛ ❉❈ ❝♦♥✲

♥❡❝&✐♦♥ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ &!❛♥$♠✐$$✐♦♥ ❧✐♥❡$ ❬✹❪✳ ❚♦ ❛❧✐❣♥ &❤❡ ✢✐♣♣❡❞ ❝❤✐♣ ✇✐&❤ &❤❡

❜❛$❡ ❝❤✐♣✱ ❙❯✲✽ ✇❛$ ❡♠♣❧♦②❡❞ &♦ ❢♦!♠ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ $&!✉❝&✉!❡ &❤❛& ✐♥&❡!❧♦❝❦❡❞

&❤❡ &✇♦ ❝❤✐♣$ ❬✹❪✳

❚❤❡ ❝✉!!❡♥& ✇♦!❦ ✉&✐❧✐③❡$ ❛ ✢✐♣ ❝❤✐♣✱ ❤♦✇❡✈❡! &❤❡ ❣♦❛❧ ✐$ ♥♦& &♦ ✐♥&❡❣!❛&❡ ❛

$❡♣❛!❛&❡ &②♣❡ ♦❢ $❡♠✐❝♦♥❞✉❝&♦!✱ ❜✉& &♦ ❡♥$✉!❡ ❛ !❡❧✐❛❜❧❡ ❉❈ ❛♥❞ ❘❋ &!❛♥$✐&✐♦♥

&♦ &❤❡ ♣!♦❜❡ ❝❤✐♣✳ ■♥ &❤❡ &❡$& $&!✉❝&✉!❡ &❤❡!❡ ✇✐❧❧ ❛❧$♦ ❜❡ ❛♥ ❛✐! ❣❛♣ ❜❡❧♦✇

&❤❡ ✢✐♣♣❡❞ ❝❤✐♣ ✐♥$&❡❛❞ ♦❢ ❛ $✉❜$&!❛&❡ &♦ $✐♠✉❧❛&❡ &❤❡ &✐♣ ❡①&❡♥❞✐♥❣ ♣❛$&

&❤❡ ❜❧♦❝❦ ✐♥&♦ ❛✐!✱ ♣!✐♦! &♦ ❝♦♠✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥&❛❝& ✇✐&❤ ❛ ❉❯❚✳ ❚❤❡ ✐$$✉❡$ ♦❢

❛❧✐❣♥♠❡♥&✱ ❛♥❞ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛&❝❤✐♥❣ $&✐❧❧ ❛♣♣❧②✳ ❚!❛❝❦ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛$ ✇❡❧❧

❛$ ✐♥❞❡♥& ❛❧✐❣♥♠❡♥& &❡❝❤♥✐J✉❡$ ✇❡!❡ ❝♦♥$✐❞❡!❡❞ ✐♥ &❤✐$ ✇♦!❦✱ ❛♥❞ ❛!❡ ❞❡&❛✐❧❡❞

✐♥ ✷✳✸✳✷✳

❚❤❡ ❝❤❛!❛❝&❡!✐$&✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ ❛ &!❛♥$♠✐$$✐♦♥ ❧✐♥❡ ✐$ ❞❡&❡!♠✐♥❡❞ ❜②

&❤❡ ❣❡♦♠❡&!② ❛♥❞ &❤❡ $✉❜$&!❛&❡$ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ▼✐❝!♦$&!✐♣ ❤❛$ ❛ ❝❤❛!❛❝&❡!✐$&✐❝

✐♠♣❡❞❛♥❝❡✿

Zo =
60
√
εeff

ln(8
H

W
+ 0.25

W

H
) when

W

H
< 1 ✭✷✮

else Zo =
120π
√
εeff





1
W
H

+ 1.393 + 0.677 ∗ ln
(

W
H

+ 1.444
)





✭✸✮

❬✶✺❪

✶✻



✇❤❡#❡ ❍ ✐& '❤❡ ❤❡✐❣❤' ♦❢ '❤❡ &✉❜&'#❛'❡✱ ❲ ✐& '❤❡ ✇✐❞'❤ ♦❢ '❤❡ ❝♦♥❞✉❝'♦#✱

❛♥❞ εeff ✐& '❤❡ ❡✛❡❝'✐✈❡ ♣❡#♠✐''✐✈✐'② ✇❤✐❝❤ '❛❦❡& ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥' '❤❡ ♣❡#♠✐''✐✈✐'②

♦❢ '❤❡ &✉❜&'#❛'❡ ❛♥❞ '❤❡ ❛✐#✳ ❚❤❡ ❝❤❛#❛❝'❡#✐&'✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ ❈<❲ ❧✐♥❡✱ ❛❢'❡#

'❛❦✐♥❣ ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥' εeff ❛♥❞ '❤❡ ❤❡✐❣❤'✱ ✐& ❞❡'❡#♠✐♥❡❞ ❜② '❤❡ #❛'✐♦
W
G
✇❤❡#❡ ❲

✐& '❤❡ ✇✐❞'❤ ❛♥❞ ● ✐& '❤❡ ❣❛♣ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ❝❡♥'❡# ❝♦♥❞✉❝'♦# ❛♥❞ '❤❡ ❣#♦✉♥❞

♣❧❛♥❡&✳ ■♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛'❝❤✐♥❣ ✐& ♥❡❝❡&&❛#② '♦ ♠❛①✐♠✐③❡ '❤❡ ♣♦✇❡# '#❛♥&❢❡#

❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ❞✐✛❡#❡♥' &❡❝'✐♦♥& ♦❢ '#❛♥&♠✐&&✐♦♥ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ #❡✢❡❝'✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥'

❣✐✈❡♥ ❜②✿

Γ❂
ZL − Zo

ZL + Zo

✭✹✮

❬✸❪

✇❤❡#❡ Zo ✐& '❤❡ ❝❤❛#❛❝'❡#✐&'✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ZL✐& '❤❡ ❧♦❛❞

✐♠♣❡❞❛♥❝❡✳ ❲✐'❤ '✇♦ &❡❝'✐♦♥& ♦❢ '#❛♥&♠✐&&✐♦♥ ❧✐♥❡ ✐♥ &✉❝❝❡&&✐♦♥✱ '❤❡#❡ ✇✐❧❧

❜❡ ❛ ♠✐&♠❛'❝❤ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ❧✐♥❡& '❤❛' ♠✉&' ❜❡ ❝♦♠♣❡♥&❛'❡❞ ❢♦#✳ ❲❤❡♥

❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐'❤ ♦✈❡#❧❛♣♣❡❞ ❝❤✐♣&✱ εeff ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ &♦ '❤❡ ❞✐♠❡♥&✐♦♥& ♦❢

'❤❡ '#❛♥&♠✐&&✐♦♥ ❧✐♥❡ ♠✉&' ❜❡ ❛❞❥✉&'❡❞ '♦ ♠❛'❝❤ '❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

#❡✢❡❝'✐♦♥&✳

✺✵✵ μ♠ '❤✐❝❦ &✐❧✐❝♦♥ ✇✐'❤ ❛ #❡&✐&'✐✈✐'② ❣#❡❛'❡# '❤❛♥ ✶✵ ❦Ω ✇❛& ❝❤♦&❡♥ ❢♦#

'❤❡ '✇♦ ❜♦''♦♠ ♣✐❡❝❡& ✐♥ '❤❡ '❡&' &'#✉❝'✉#❡✳ ❍✐❣❤ #❡&✐&'✐✈✐'② &✐❧✐❝♦♥ ✐& ✉&❡❞

'♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❞✐❡❧❡❝'#✐❝ ❧♦&&✳ ❋♦# '❤❡ ❜#✐❞❣❡ ♣✐❡❝❡✱ ✶✺ μ♠ &✐❧✐❝♦♥ ♦♥ ✐♥&✉❧❛'♦#

✭❙❖■✮ ✇❛& ❝❤♦&❡♥✳ ❚❤✐& &✉❜&'#❛'❡ ❤❛& ❜❡❡♥ ✉&❡❞ ❢♦# ♣❛&' ♣#♦❜❡ ❝❤✐♣& ❢♦#

✐'& #♦❜✉&'♥❡&& ❞✉❡ '♦ ✐'& ❤✐❣❤ ♠♦❞✉❧✉& ♦❢ #❡&✐❧✐❡♥❝❡ ❬✻❪✳ ❚❤❡ ❙❖■ &'#✉❝'✉#❡
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✇❤❡♥ $❤❡ ❣&♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡- ❛♥❞ ❝❡♥$❡& ❝♦♥❞✉❝$♦& ✇❡&❡ ♦♥❧② $❛❝❦❡❞ ❞♦✇♥ ♦♥❝❡

♦♥ ❡❛❝❤ -✐❞❡✳ ❚❤❡ ❣&❡❡♥ ❧✐♥❡ -❤♦✇- ✐♠♣&♦✈❡❞ ✐♥-❡&$✐♦♥ ❧♦-- ✇❤❡♥ $❤❡ ❝❤✐♣

✇❛- $❛❝❦❡❞ ❞♦✇♥ ❛$ ❧❡❛-$ ✽ $✐♠❡- ♦♥ ❜♦$❤ -✐❞❡-✳ ❚❤✐- ✐♥❞✐❝❛$❡- $❤❛$ $❤❡&❡

✇❛- ❛ ♣❤②-✐❝❛❧ ❣❛♣ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ✶✺ μ♠ ❛♥❞ ✺✵✵ μ♠ ❝❤✐♣- ❞✉❡ $♦ $❤❡ ✇❛&♣✐♥❣✳

■$ ✇❛- ♥♦$ ♣♦--✐❜❧❡ ✇✐$❤ $❤❡ ✇✐&❡✲❜♦♥❞❡& $♦ ❡✈❡♥❧② ✢❛$$❡♥ ❛♥❞ ❜♦♥❞ $❤❡ ❝❤✐♣

❛❝&♦-- $❤❡ ✇❤♦❧❡ -$&✉❝$✉&❡✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ♣&♦❜❡ ❝❤✐♣- ✇✐❧❧ ❜❡ ♠✉❝❤ -♠❛❧❧❡&✱ $♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ✐--✉❡- ♦❢ ✇❛&♣✲

✐♥❣✱ ❛ ❞❡-✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡ ✇❛- ♠❛❞❡✱ ❛♥❞ ✺✵ μ♠ $❤✐❝❦ ❙✐ ❝❤✐♣- ✇❡&❡ ✉-❡❞✳ ▼♦✈✲

✐♥❣ ❢♦&✇❛&❞ $❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥$ $❡❝❤♥✐C✉❡- ✐♥ $❤❡ ❢❛❜&✐❝❛$✐♦♥ ✇❡&❡ ❛❜❛♥❞♦♥❡❞ ❢♦&

❛❧✐❣♥♠❡♥$ -♦❧❡❧② ❢&♦♠ &❡❝❡--❡- ✐♥ $❤❡ ❜❧♦❝❦✳ ❲❤✐❧❡ $❤❡ ❢❛❜&✐❝❛$✐♦♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥$

$❡❝❤♥✐C✉❡- ♠❛② ✇♦&❦ ✇✐$❤ ❛ ✢❛$ ❝❤✐♣✱ ❡♥-✉&✐♥❣ ❜❡$$❡& ♣&♦$♦$②♣❡ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡

✇✐$❤ ❛ -✐♠✐❧❛& ❛❧✐❣♥♠❡♥$ $❡❝❤♥✐C✉❡ ✉-❡❞ ✐♥ ♦$❤❡& ♠✐❝&♦♠❛❝❤✐♥❡❞ ♣&♦❜❡- ✇❛-

❝❤♦-❡♥✳

✷✻



✸ ❋✐♥❛❧ &'♦❜❡ ❉❡,✐❣♥

▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❉❡)✐❣♥

▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ (✐♠✉❧❛+✐♦♥( ✇❡.❡ ❝♦♠♣❧❡+❡❞ +♦ ❡♥(✉.❡ +❤❛+ +❤❡ ♣.♦❜❡ ❝❤✐♣ ❝♦✉❧❞

❤❛♥❞❧❡ +❤❡ (+.❡((❡( ❡♥❞✉.❡❞ ❞✉.✐♥❣ +❡(+✐♥❣ ✇✐+❤♦✉+ ❢.❛❝+✉.❡ ♦. ❡①❝❡((✐✈❡ ✢❡①✲

✐♥❣✳ ❚♦ ❛❝❝✉.❛+❡❧② (✐♠✉❧❛+❡ +❤❡ (+.❡((❡(✱ ❛ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ +❤❡ ♣.♦❜❡ ❜❧♦❝❦

❝❧❛♠♣✐♥❣ ❞♦✇♥ ♦♥ ❛ ♣.♦❜❡ ❝❤✐♣ ✇❛( ✐♠♣❧❡♠❡♥+❡❞ ✐♥ ❙♦❧✐❞✇♦.❦(✳ ❆ ❢♦.❝❡ ♦❢

✶✵ ♠◆ ✇❛( ❛♣♣❧✐❡❞ ✭✸✳✸ ♠◆ ♣❡. +✐♣✮✳ ❚❤❡ ❞✐(♣❧❛❝❡♠❡♥+ ❛♥❞ (+.❡(( ♣.♦✜❧❡ ♦❢

+❤✐( (✐♠✉❧❛+✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ (❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✼✱ ✇❤❡.❡ ❛.❡❛( ♦❢ ❤✐❣❤ (+.❡(( ❛♥❞ ❞✐(♣❧❛❝❡✲

♠❡♥+ ❛.❡ ❞✐(♣❧❛②❡❞ ✐♥ .❡❞✳ ❲✐+❤ ✶✵ ♠◆ ❛♣♣❧✐❡❞ +❤❡ ❤✐❣❤❡(+ (+.❡(( ♠❡❛(✉.❡❞

✇❛( ✻✹✳✺ ▼M❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐( ✶✳✸✪ ♦❢ +❤❡ ②✐❡❧❞ (+.❡♥❣+❤ ♦❢ ❙✐ ✭❛♣♣.♦①✐♠❛+❡❧② ✺

●M❛✮ ❬✶✻❪✳

❘❋ ❚.❛♥)✐/✐♦♥)

❲✐+❤ (❛+✐(❢❛❝+♦.② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ (✐♠✉❧❛+✐♦♥( ✱ ❊▼❋ (✐♠✉❧❛+✐♦♥( ♦❢ +❤❡ ♣.♦❜❡

❛.❡ .❡S✉✐.❡❞ +♦ ❝♦♠♣❧❡+❡ +❤❡ ❘❋ ❞❡(✐❣♥✳ ❚❤✐( (❡❝+✐♦♥ ❞❡+❛✐❧( +❤❡ ❢✉❧❧ ❍❋❙❙

(✐♠✉❧❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✜♥❛❧ ♣.♦❜❡✳ ❚❤✐( ✐♥❝❧✉❞❡( +❤❡ ❣❧❛(( ❜❡❛❞ ♦❢ +❤❡ ❱✲❝♦♥♥❡❝+♦.✱

❛❧❧ +❤❡ ✇❛② +♦ ❛ +❡(+ (✉❜(+.❛+❡✳

✸✳✶ ❱✲❈♦♥♥❡❝/♦. /♦ ❙❤✐❡❧❞❡❞ ▼✐❝.♦)/.✐♣ ❚.❛♥)✐/✐♦♥

❚❤❡ ✐♥✐+✐❛❧ ❘❋ +.❛♥(✐+✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡( +❤❡ ❣❧❛(( ❜❡❛❞ ♦❢ +❤❡ ❱✲❝♦♥♥❡❝+♦. ✇❤✐❝❤

✐( ❛ ❝♦❛①✐❛❧ +.❛♥(♠✐((✐♦♥ ❧✐♥❡ ✇✐+❤ ❛ ❝❤❛.❛❝+❡.✐(+✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ ✺✵ Ω✳ ❚❤❡
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❛♥❞ ❛ ❞✐$❝♦♥'✐♥✉✐'② ❛' '❤✐$ '+❛♥$✐'✐♦♥✳ ❆♥ ✏❙✑ $❤❛♣❡❞ '❛♣❡+ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉$❡❞

'♦ $♠♦♦'❤❧② '+❛♥$✐'✐♦♥ '♦ '❤❡ ♥❡✇ ❞✐♠❡♥$✐♦♥$ ♦❢ '❤❡ ❈9❲ ❧✐♥❡✱ ❤♦✇❡✈❡+ ❞✉❡

'♦ '❤❡ ❛❜+✉♣' ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ '❤❡ ❞✐❡❧❡❝'+✐❝ '❤❡+❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠✐$♠❛'❝❤✳

❆♥ ❛❜+✉♣' ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ '❤❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥$ ♦❢ '❤❡ ❈9❲ ❧✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ '♦ ❛✈♦✐❞

❛♥ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠✐$♠❛'❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡+ '❤✐$ ✇✐❧❧ +❡$✉❧' ✐♥ ❛ ♣❤②$✐❝❛❧ ❞✐$❝♦♥'✐♥✉✐'②

✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛❧$♦ ❝❛✉$❡ +❡✢❡❝'✐♦♥$✳ ❚❤+♦✉❣❤ $✐♠✉❧❛'✐♦♥ ♦❢ ❜♦'❤ ♦♣'✐♦♥$✱ ✐'

✇❛$ ❢♦✉♥❞ '❤❛' '❤❡ +❡✢❡❝'✐♦♥$ ❝❛✉$❡❞ ❜② '❤❡ ❞✐$❝♦♥'✐♥✉✐'② ♣+♦✈✐❞❡❞ ❛ ❜❡''❡+

+❡'✉+♥ ❧♦$$ '❤❛♥ +❡✢❡❝'✐♦♥$ ❢+♦♠ ❛ '❛♣❡+❡❞ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠✐$♠❛'❝❤✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②

'❤❡ '❛♣❡+ ❤❛❞ ❛ +❡'✉+♥ ❧♦$$ ♦❢ ✶✷✲✶✸ ❞❇ ♣❛$' ✸✾ ●❍③ ✇❤✐❧❡ '❤❡ ❞✐$❝♦♥'✐♥✉✐'②

❤❛❞ +❡'✉+♥ ❧♦$$ ❜❡❧♦✇ ✶✺ ❞❇ '✐❧❧ ✹✺ ●❍③✳ ❚❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥' ♦❢ '❤❡ '✇♦ ♣✐❡❝❡$ ❤❛$

❜❡❡♥ ❞❡$✐❣♥❡❞ '♦ ❜❡ ✇✐'❤✐♥ ✶✵ μ♠ ✐♥ '❤❡ ❧❛'❡+❛❧ ❞✐+❡❝'✐♦♥$ ❢+♦♠ '❤❡ '♦❧❡+❛♥❝❡$

♦❢ '❤❡ ❈◆❈ ♠✐❧❧✐♥❣ ♦❢ '❤❡ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡$❡ '♦❧❡+❛♥❝❡$ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝+❡❛$❡❞ '♦ ❛❧❧♦✇

❢♦+ ± ✷✺ μ♠✱ ❤♦✇❡✈❡+ '❤❡ +❡'✉+♥ ❧♦$$ ✇✐❧❧ +❡❛❝❤ ✶✷ ❞❇ ❛' ♣❧❛❝❡$ ❛❝+♦$$ '❤❡

❜❛♥❞✳

✸✳✹ ❚✐♣ ❉❡✜♥✐*✐♦♥

❚❤❡ ❧❛$' ❘❋ '+❛♥$✐'✐♦♥ ✐$ ❛' '❤❡ ♣+♦❜❡ '✐♣$✳ ❚❤❡ ❈9❲ ❞✐♠❡♥$✐♦♥$ ❛+❡ '❛♣❡+❡❞

'♦ +❡❛❝❤ '❤❡ ❞❡$✐+❡❞ ✶✵✵ μ♠ ♣✐'❝❤ ✇❤✐❧❡ ♠❛'❝❤✐♥❣ ✺✵ Ω✳ ■' ✐$ ✐♠♣♦+'❛♥' '♦

♥♦'❡ '❤❛' '❤✐$ ✐$ '❤❡ $'❛❣❡ ✇❤❡+❡ '❤❡ '❛♣❡+ ❝♦✉❧❞ ♠♦$' ❡❛$✐❧② ❜❡ ❛❞❥✉$'❡❞ '♦

❛❝❝♦♠♠♦❞❛'❡ ❞✐✛❡+❡♥' ♣✐'❝❤❡$✳ ❚❤❡ ❝❤✐♣ ✐$ '❛♣❡+❡❞ ✐♥ '♦ ♣+♦✈✐❞❡ ❛ ❜❡''❡+

✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛♥❞ '❤❡ '✐♣$ ❛+❡ ❛❧$♦ ❞❡✜♥❡❞ '♦ ❡♥$✉+❡ ❝♦♥'❛❝' ♦❢ '❤❡ ❣♦❧❞ '✐♣$✱

❛♥❞ ♥♦' '❤❡ $✐❧✐❝♦♥ ✐♥ ❜❡'✇❡❡♥✳ ❚❤✐$ $❤❛♣❡ ✐$ ♣♦$$✐❜❧❡✱ $✐♥❝❡ '❤❡ ❝❤✐♣ ✇✐❧❧ ❜❡

❡'❝❤❡❞ ✇✐'❤ ❛ $✐❧✐❝♦♥ ❡'❝❤✱ ✇✐'❤ '❤❡ ❡①'❡♥'$ ❜❡✐♥❣ ❧✐'❤♦❣+❛♣❤✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞✳

✸✷





μ μ

± μ



μ

μ

μ

μ



✸✳✻✳✷ ✺✵✵ μ♠ ▼❛)❦ ❉❡)✐❣♥

❚❤❡ ♠❛%❦ %❡' ❢♦* '❤❡ ✺✵✵ μ♠ %✐❧✐❝♦♥ ❝❛♥ ❜❡ %❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✹✳ ❚❤❡ ✜*%'

♠❛%❦ ❞❡✜♥❡% '❤❡ ♠❡'❛❧❧✐③❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ '*❛♥%♠✐%%✐♦♥ ❧✐♥❡ ✐♥ *❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡

✐♥ ❞✐♠❡♥%✐♦♥% ❝❛♥ ❜❡ %❡❡♥ ❛% '❤❡ '*❛♥%♠✐%%✐♦♥ ❧✐♥❡ ❝❤❛♥❣❡% ❢*♦♠ ♠✐❝*♦%'*✐♣✱

'♦ %'*✐♣❧✐♥❡✱ ❛♥❞ ❈=❲✳ ▼❡'❛❧ %@✉❛*❡% ❞❡✜♥❡ ✇❤❡*❡ '❤❡ ♣✐❡❝❡ %❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐❝❡❞

'♦ ✜' '❤❡ ❜❧♦❝❦✳ ❉✉❡ '♦ ✈❛*✐❛♥❝❡% ✐♥ '❤❡ ❞✐❝✐♥❣✱ ❛♥❞ '♦❧❡*❛♥❝❡% ✐♥ '❤❡ ❜❧♦❝❦

❞✐♠❡♥%✐♦♥%✱ ❛ ✈❡*♥✐❡* %❝❛❧❡ ✇❛% ❛❞❞❡❞ '♦ ❛❞❥✉%' ✇❤❡*❡ '❤❡ ❞✐❝✐♥❣ %❛✇ ✇✐❧❧ ❝✉'✱

'♦ ❤❛✈❡ '❤❡ ♠♦%' %♥✉❣ ✜' ✐♥ '❤❡ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡ %❡❝♦♥❞ ♠❛%❦ ✐% ❢♦* ♠❡'❛❧ ❜✉♠♣% '♦

❜❡ ♣❧❛'❡❞ ❤✐❣❤❡* '❤❛♥ '❤❡ *❡%' ♦❢ '❤❡ ♠❡'❛❧✳ ■❢ '❤❡*❡ ✐% ❛♥ ✐%%✉❡ ✇✐'❤ ♣❧❛♥❛*✐'②

❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ %✐❧✐❝♦♥ ❝❤✐♣%✱ '❤❡ ❜✉♠♣% %❤♦✉❧❞ ❡♥%✉*❡ ❛ ❣♦♦❞ ❉❈ ❝♦♥'❛❝'✳ ■'

✇❛% ❢♦✉♥❞ ✐♥ '❤❡ ❛%%❡♠❜❧② %'❛❣❡ '❤❛' '❤❡ ❜✉♠♣% ✇❡*❡ ♥♦' ♥❡❝❡%%❛*②✳ ❚❤❡ ♦♥❧②

✈❛*✐❛'✐♦♥ ✐♥ '❤❡ ✜*%' ♠❛%❦ ✐% ✐♥ *❡♠♦✈✐♥❣ '❤❡ ❣*♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡% ♦♥ %♦♠❡ ❝❤✐♣%✱

❛% '❤❡② %❤♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ♥❡❝❡%%❛*② ♦♥ '❤❡ ✺✵ μ♠ %✐❧✐❝♦♥ ❝❤✐♣✳ ❚❤❡ ✈❛*✐❛'✐♦♥% ✐♥

'❤❡ %❡❝♦♥❞ ♠❛%❦ ❛*❡ ✐♥ '❤❡ %✐③❡✱ ❛♠♦✉♥'✱ ❛♥❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥' ♦❢ '❤❡ ♠❡'❛❧ ❜✉♠♣%✳

❈❛❧✐❜*❛'✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡*✐✜❝❛'✐♦♥ ❝✐*❝✉✐'% ✇❡*❡ ❛❧%♦ ❛❞❞❡❞ '♦ '❤❡ ✺✵✵ μ♠ ♠❛%❦

%❡'✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜*❛'✐♦♥ ❝✐*❝✉✐'% ❛*❡ %❤♦*'✱ ♦♣❡♥✱ '❤*♦✉❣❤✱ ❛♥❞ ❢♦✉* ❛❞❞✐'✐♦♥❛❧

❧❡♥❣'❤% ♦❢ ❧✐♥❡ '♦ ✐♠♣*♦✈❡ '❤❡ ❛❝❝✉*❛❝② ♦❢ '❤❡ ❚❘▲ ❝❛❧✐❜*❛'✐♦♥✳ ❚❤❡%❡ %❡❝'✐♦♥%

❛*❡ ❛' ✶✵✵ μ♠ ♣✐'❝❤ ✇✐'❤ ✺✵ Ω ❝❤❛*❛❝'❡*✐%'✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ✈❡*✐✜❝❛'✐♦♥

❝✐*❝✉✐'% ✐♥❝❧✉❞❡❞ '✇♦ ❞✐✛❡*❡♥' ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❧✐♥❡%✱ ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ✷✺ Ω ❛♥❞ '❤❡ ♦'❤❡*

❜❡✐♥❣ ✼✷ Ω✳ ❚❤❡*❡ ✐% ❛❧%♦ ❛ ❧♦✇ ♣❛%% ✜❧'❡* ❛' '❤❡ '♦♣ ✇✐'❤ ❛ ❞❡%✐❣♥ ❝✉'♦✛

❢*❡@✉❡♥❝② ♦❢ ✶✵ ●❍③ ❛♥❞ ♠♦*❡ '❤❛♥ ✶✷ ❞❇ *❡❥❡❝'✐♦♥ ❜② ✷✵ ●❍③✳

✸✻
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μ



♠❛"❦ ✐" %❤❡ ❡①%❡♥%" ❡%❝❤ "❡❡♥ ✐♥ ❧✐❣❤% ❜❧✉❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ "✐❧✐❝♦♥ ❡%❝❤ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡

%❤❡ "❤❛♣❡ ♦❢ %❤❡ ❝❤✐♣✳ ❚❤✐" ✐♥❝❧✉❞❡" %❤❡ ✸✵✵ ① ✸✵✵ μ♠ %❛❜" ❢♦9 ❛❧✐❣♥♠❡♥% ✐♥

%❤❡ ❜❧♦❝❦✱ ❛" ✇❡❧❧ ❛" %❤❡ ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣9♦❜❡ %✐♣✳ ❚❤❡ ✈❛9✐❛%✐♦♥" ✐♥ %❤✐"

♠❛"❦ "❡% ✐♥❝❧✉❞❡ ❝❤✐♣" %❤❛% ❛9❡ ± ✶✵ μ♠ ✐♥ %❤❡✐9 ♦✉%❡9 ❞✐♠❡♥"✐♦♥" %♦ ❡♥"✉9❡

%❤❡ %✐❣❤%❡"% ✜% ✐♥ %❤❡ ❜❧♦❝❦✳ ❙♦♠❡ ❝❤✐♣" ❞♦ ♥♦% ❤❛✈❡ %❤❡ "✐❞❡ ❜❡❛♠❧❡❛❞" ❛"

✇❡❧❧✳
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μ
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✹✳✶✳✷ ✺✵ μ♠ ❙✐❧✐❝♦♥

❚❤❡#❡ ✐% ❛ ♠❛❥♦# ❞✐✛❡#❡♥❝❡ ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡ ❢❛❜#✐❝❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡%❡ ♣#♦❜❡ ❝❤✐♣% ❛♥❞

/❤♦%❡ ❢♦# /❤❡ ❜❛❝❦ /♦ ❜❛❝❦ /❡%/ %/#✉❝/✉#❡✳ ❚❤❡ /❡%/ %/#✉❝/✉#❡ ✉/✐❧✐③❡❞ ✶✺

μ♠ ❞❡✈✐❝❡ ❧❛②❡# %✐❧✐❝♦♥✱ ❛ ✶ μ♠ ❙✐❖2 ❡/❝❤ %/♦♣ ❧❛②❡#✱ ❛♥❞ ❛ ✺✵✵ μ♠ %✐❧✐❝♦♥

❤❛♥❞❧❡✳ ✺✵ μ♠ ❞❡✈✐❝❡ ❧❛②❡# ❙❖■ ✇❛% ♥♦/ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦# ♣✉#❝❤❛%❡✱ ❛♥❞ ✐♥%/❡❛❞

❢#❡❡ %/❛♥❞✐♥❣ ✇❛❢❡#%✱ ✇❤✐❝❤ ❛#❡ ❢#❛❣✐❧❡✱ ❛#❡ ✉%❡❞✳ ❚❤❡#❡ ✐% ❛❧%♦ ♥♦/ ❛♥ ❡/❝❤

%/♦♣ ❧❛②❡#✳ ❚♦ #❡♠❡❞② /❤✐%✱ /❤❡ ✜#%/ %/❡♣ ✐% /♦ %♣✉//❡# ✹ μ♠ ♦❢ ❆❧ /♦ ♥♦/

♦♥❧② %/#❡♥❣/❤❡♥ /❤❡ ✇❛❢❡#✱ ❜✉/ /♦ ❛❧%♦ ♣#♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡/❝❤ %/♦♣ ✭%/❡♣ ✐✮✳ ❚❤❡

✇❛❢❡# ✐% /❤❡♥ ✢✐♣♣❡❞ ❛♥❞ ❛//❛❝❤❡❞ /♦ ❛ %✐❧✐❝♦♥ ❝❛##✐❡# ✉%✐♥❣ ❆♣✐❡③♦♥✲❲ ❜❧❛❝❦

✇❛①✳ ❱✐❛ ❤♦❧❡% ❛#❡ /❤❡♥ ❡/❝❤❡❞ ✉%✐♥❣ ✉%✐♥❣ ❛♥ ■❈M✲❘■❊ ♣#♦❝❡%% ✢♦✇✐♥❣

❈4❋8 ❛♥❞ ❙❋6✳ ❚❤❡ ✈✐❛ ❤♦❧❡% ❛#❡ ♥❡❝❡%%❛#② ❢♦# ❜❛❝❦%✐❞❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥/✱ ❛♥❞ /♦

❝♦♥♥❡❝/ /❤❡ ❢#♦♥/%✐❞❡ ❛♥❞ ❜❛❝❦%✐❞❡ ❈M❲ ❣#♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡%✳ ■/ ✐% ✐♠♣♦#/❛♥/ /♦

♥♦/❡ /❤❛/ ✐♥ /❤✐% ♣❤♦/♦❧✐/❤♦❣#❛♣❤② %/❡♣✱ /❤❡ ♣❤♦/♦#❡%✐%/ ✇✐❧❧ ♥♦/ ❧❛%/ /❤#♦✉❣❤

♦✉# ✺✵ μ♠ %✐❧✐❝♦♥ ❡/❝❤ ✉♥❧❡%% ✐/ ✐% ❛♣♣#♦①✐♠❛/❡❧② ✶✺ μ♠ /❤✐❝❦✳ M#✐♦# /♦

/❤✐% ♣❤♦/♦❧✐/❤♦❣#❛♣❤② %/❡♣✱ ✸✱✵✵✵ ➴ ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ✇❛% ❡✈❛♣♦#❛/❡❞ ♦♥/♦ /❤❡

❢#♦♥/%✐❞❡ ♦❢ /❤❡ ✇❛❢❡#✳ ❆❩ ✹✸✸✵ #❡%✐%/ %♣✉♥ ❛/ ✷✱✼✵✵ #♣♠ ♣#♦✈✐❞❡% ❛ /❤✐❝❦♥❡%%

♦❢ ❛♣♣#♦①✐♠❛/❡❧② ✺ μ♠✳ ❆❢/❡# /❤❡ #❡%✐%/ ✐% ♣❛//❡#♥❡❞✱ ❛ ❚#❛♥%❡♥❡ ❚②♣❡✲❉

❛❧✉♠✐♥✉♠ ❡/❝❤ ✐% ✉%❡❞✱ ✇❤✐❝❤ #❡❛❧✐③❡% ❛ ❤❛#❞ ♠❛%❦ ♦♥ /❤❡ %✉#❢❛❝❡ ♦❢ /❤❡

%✐❧✐❝♦♥✳ ❚❤❡ %✐❧✐❝♦♥ ❡/❝❤ ✇✐❧❧ #❡♠♦✈❡ /❤❡ #❡%✐%/ ❛❢/❡# ✸✵✲✹✺ ♠✐♥✉/❡%✱ ❤♦✇❡✈❡#✱

/❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❡/❝❤❡% ❛/ ♦♥❧② ✷✵ ➴✴♠✐♥ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❧❛%/ /❤#♦✉❣❤ /❤❡ %✐❧✐❝♦♥

❡/❝❤ ✇✐/❤♦✉/ ✐%%✉❡✳ M♦%/ ❡/❝❤✱ /❤❡ ❤❛#❞ ❆❧✉♠✐♥✉♠ ♠❛%❦ ✐% #❡♠♦✈❡❞ ✐♥ /❤❡
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Ew

4cos2(θ)

(

t

l
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✭✺✮
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dovertravel
, where ✭✻✮

dovertravel = d cos(θ) ✭✼✮
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